MAVZU. Chiziqgli operatorlar fazosi. Chiziqgli operatorlarning
o’tish matritsasi.

Matritsalar algebrasining asosiy tushunchalaridan biri — chizigli operatorlar
tushunchasidir. Faraz gilaylik bizga L, L, chiziqli fazolar berilgan bo‘Isin.

1- ta’rif. Agar biror A qoida yoki qonun bo‘yicha har bir xe L elementga
y € L, element mos qo‘yilgan bo‘lsa, u holda L fazoni L, fazoga o‘tkazuvchi A

operator (almashtirish, akslantirish) aniglangan deyiladi va y = A(x) ko‘rinishda
belgilanadi.

2- ta’rif. Agar ixtiyoriy X,y e L, 4R uchun:

1) A(x+y) = A(x) + A(y) (operatorning additivligi);

2) A(Ax) = AA(x) (operatorning bir jinsliligi) munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, u
holda bu operator chizigli operator deyiladi.

1- misol. A:R® — R® operator A(x,y)=(x,y,x+Yy) goida bilan aniglangan
bo‘lsin, u holda bu operatorning chiziqli operator ekanligini ko‘rsating.

Yechish. Ma‘lumki, ai=(x,y,) va az=(X,Y,) vektor uchun

ar+a:=(X+%,Y%+Y,). U holda ai+az=(x+X,y,+Yy,) elementga A
operatorni ta‘sir ettirsak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
A(a1+a2):'5‘(x1+x2’y1+yz):(X1+X2’y1+yz’X1+X2+y1+y2):
= (Xl’ Yo X + y1) + (X21 Yor Xo yz) = A(a1) + A(az)-
Buesa A operatorning additivligini ko‘rsatadi.
Endi operatorning bir jinsli ekanligini tekshiramiz. Ma‘lumki, ka, = (kx;,ky;)
. U holda
Aka,) = Alkox ky) = (ko by ko, + kyy) = k(% ¥y, %, + ¥,) = KA(ay).
Demak, biz o‘rganayotgan operator chiziqli operatordir.
y=A(x)el, element xeL elementning aksi, xeL elementning o°zi esa

y € L, elementning proobrazi deyiladi. Agar L =L, bo‘lsa, u holda A operator L
fazoni o‘zini o‘ziga akslantiruvchi operator bo‘ladi. Biz ko‘proq fazoni o‘zini
o‘ziga akslantiruvchi operatorlarni o‘rganamiz.

1-teorema. Har bir A:L"—L" chizigli operatorga berilgan bazisda n—
tartibli matritsa mos keladi va aksincha har bir n—tartibli matritsaga n o‘Ichovli

chizigli fazoni, n olchovli chiziqli fazoga akslantiruvchi A chizigli operator mos
keladi.



Isbot. Faraz gilaylik A:L"—L" chiziqli operator bo‘lsin. Agar
{él,éZ,...,én} — L" vektorlar sistemasi L" fazoning bazisi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy

x € L" elementni bu bazis elementlari orgali yozish mumkin:
X =X€1+...+ X, En. (1)
Bu yerda biz A operatorning chizigliligidan foydalanib, A(x)ni quyidagicha yoza
olamiz:
A(X) = A(Xlél Foot xnén) =% A1) +...+ X Aen) . (2)

Bu yerda har bir A(e,) (i=1n) elementlar o‘z navbatida L" fazoning elementlari

bo‘lganligi sababli, bu elementlarni ham {él,éZ,...,én} bazis orgali yozish mumkin:

A(ei)=a e +...+a,en. 3)
U holda (3) dan foydalanib (2) ifodani quyidagicha yozish mumkin:
A(X) = X (8,81 +@,,82 +...+ 8 €n) + X, (8,81 + 8,2 +...+ 8_,€n) +...
+X (a,€1+8,,€2+...+8 €n)=(a,X +a,X, +...+a, X )er + (4)
+(@, X, + ByX, + e+ Ay X )E2 .+ (B X + A X, +.. 23X )En
Ikkinchi tomondan y=A(x) element ham {51,52,...,§n} bazis elementlari
bo‘yicha quyidagi yoyilmaga ega:
y=A(X)=Y,€1+Y,€2+ ...+ Y, En. (5)
Vektorning bitta bazis bo‘yicha yoyilmasi yagonaligidan (4) va (5) tengliklarning
o‘ng tomonlarini tenglashtirib, quyidagini olamiz.
Yi=auX +8,X + ..+ 8, X,
Y, =8, X +8y,X, + ...+ 8, X

2n'n

yn = a'nlxl + a'n2X2 Tt annxn
yoki matritsa ko‘rinishida Y = AX , bu yerda

d; ap - &, X Y1
A= a21 a22 a2n X _ X2 Y _ y2
anl a'n2 ann Xn yn

3- ta’rif. A=(g;) (i, j=12,..,n) matritsa A operatorning {51,52,...,§n}

~

bazisdagi matritsasi, A=(a;) (i,j=12,..,n) matritsaning rangi esa A

operatorning rangi deyiladi.



L fazoning barcha vektorlarini @ nol vektorga akslantiruvchi €(x) =86

operator nol operator, E(x)=x tenglikni qanoatlantiruvchi operator birlik

operator deb ataladi.
2- misol. R® fazoda {e,,e,,e,} bazisda chizigli operator matritsasi

3 2 4
A=|-1 5 6
1 8 2

berilgan bo‘lsin. x = 4e1 —3e + s vektorning y = A(x) aksini toping.
Yechish. Yuqorida gayd qilingan formulaga ko‘ra
v,) (3 2 4)4) (10
y, |=|-1 5 6| -3|=|-13

v,) \1 8 2\1 ) (-18
Demak, y =10e; —13e, —18e.
X, + X
X Xl_xz
3-misol. T:R®* > R*; T| x, |= ? | operatorning matritsasini toping.
X
X, :
X
Yechish. A:[T(él) T (e2) T(é3)] matritsaning har bir elementini
topamiz:
1+0 1
1
—~ 1-0 1
T(el):T O - = )
0 0
0
1 1
0+1 1
. 0-1 -1
TE:)=T|1|= = |,
0 0
0
0 0
0+0 0
0
T@E)=T| 0= °72-[°
O I I A
1
0 0

U holda



110
1 -1 0
“lo 0 1)
100

Chizigli operatorlar ustida bajariladigan chizigli amallar bilan tanishib
chigamiz. L" chizigli fazoda A, B operatorlar berilgan bo‘lsin.

4- ta’rif. (A+ B)(x)=A(x)+B(x) tenglik bilan aniglanadigan operatorni
A, B operatorlarning yig ‘indisi deb ataladi.
2-teorema. Agar A va Boperatorlar chiziqli operatorlar bo‘lsa, u holda

A+ B operator ham chizigli operator bo‘ladi .
Isbot. Ixtiyoriy X,y € R" vektorlar va « € R son uchun:

1) (A+B)(x+y) = A(x+y)+B(x+y) = Ax)+ A(y) + B(x) + B(y) =
=(A+B)()+(A+B)(y);
2) ( A+ é)(ax) = A(ax) + B(ax) = a(A(X)) + a(B(X)) = a(A(X) + B(X)) =
=a| (A+B)(¥) |
munosabatlar o‘rinli. Bu esa A+ B operator chiziqli ekanligini ko‘rsatadi.

5- ta’rif. (Aé)(x) = é(A(X)) tenglik bilan aniglanadigan, ya‘ni A, B
operatorlarni ketma-ket bajarishdan hosil bo‘lgan A-B operator A va B
operatorlarning ko ‘paytmasi deyiladi.

3-teorema. Agar A va B operatorlar chizigli operatorlar bo‘lsa, u holda
A-B operator ham chiziqli operator bo‘ladi .

Isbot. Ixtiyoriy X,y e R" vektorlar va @ € R son uchun:

1) (AB)(x+y)=B[A(x+y)]=B(A(x)+ A®y)) = (AB)(x) + (AB)(y);
2)  (AB)(ax) = B[A(@X)] = Bla(A(X)] = a[B(A(X))] = l(AB)(X)]
munosabat o‘rinli. Bu esa A-B operator chizigli ekanligini ko‘rsatadi.

6- ta’rif. (aA)(;() = a(A()?)) tenglik bilan aniglanadigan a A operator A
operatorlarning @ songa ko ‘paytmasi deyiladi.

4-teorema. Agar A operator chizigli operator bo‘lsa, u holda o A operator
ham chiziqli operator bo‘ladi .



Isbot. Ixtiyoriy,ixtiyoriy X,y eR" vektorlar va &, 5 €R sonlar uchun:
1) (@A) (x+Y) =l A(x+ y)] = a(A(x) + A®y)) =
= a(A(X) +a(A®Y)) =(aA) () +(aA)(y);
2) (A)(8X) = al A(BX)] = el B(AM))] = Blar(A(X)] = Bl(@A)(X)]

munosabat o‘rinli. Bu esa a A operator chiziqli ekanligini ko‘rsatadi.

~

7- ta’rif. A(x) operator uchun AAY = A*A=E munosabat o‘rinli

bo‘lsa, u holda A operator A operatorga teskari operator deb ataladi.
5-teorema.

A%, %y Xg) = (2X,, — 2%, +3X, + 2%, 4% — X, +5X;) va
B(X,, Xy, %) = (3%, + Xy, 2%, + Xy, — X, +3X;)
operatorlar berilgan. C = A- B operator va uning matritsasi topilsin.

Yechish. Avval A va B matritsalarni topib olamiz:

0 2 0
Ae)=|-2|, Aez)=| 3 |, Ales)=| 2|,
4 -1 5
-3 1 0
B(e)=| 0 |, B(e2)=| 2 |, B(es)=|1|.
0 -1 3
U holda
0 2 0 -3
4 -1 5 0 -1 3
0 4 2
C=AB=| 6 2 9|
12 -3 14
Bundan
0 4 2

Cler)=| 6 |,Cle2)=| 2 |,C(es)=| 9 |.
~12 -3 14



C(X) =(4%, +2X,, 6X, + 2%, + 9%, —12%, —3x, +14x,).

Bitta chiziqli operatorning turli bazislardagi matritsalari orasidagi bog‘lanish
hagidagi teoremani keltiramiz.

R

6-teorema. Agar A chizigli operatorning {él,éz,...,én} va {e_l’:,e_z’:,...,en*}

bazislardagi matritsalari mos ravishda A va A" matritsalardan iborat bo‘lsa, u

holda A"=C*AC munosabat o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda C o‘tish matritsasi deb
ataladi.

. 17 6
5- misol. {e1,e.} bazisda chizigli operator matritsasi A:[G 8] berilgan

—k

€ 261—262
bo‘lsin. Yangi {_., . . bazisdagi chizigli operator matritsasini toping.
e, =261 +€;
: : L 1 2 : :
Yechish. Oc°tish matritsasi C = ) 1) unga teskari matritsa

1 -2
C‘lzé[z 1). Demak, yangi bazisda operatorning matritsasi quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi:

. . 1(1 =2)17 &)1 2) (5 0
A"=C AC== = :
5(2 1)\6 8){-2 1 0 20
9- ta’rif. Agar A chizigli operator va 4 son uchun A(x) = Ax

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda A son A(x) operatorning xos soni, unga mos X
vektorga esa operatorning xos vektori deb ataladi.

Yugoridagi tenglikni operatorning matritsasidan foydalanib yozsak, u holda
quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

apX, +a,X, +---+a, n:/l-xl (all—/l)xl+a12x2+---+a X, =0

1n“"n

a, X +a,X, +--+a,X =4-X, a, X +(@,—A)x, +--+a,x =0
=

217711 22772 2n“'n 2n“"n

a X +a,X,+-+a X =1-X a x +a,X,+-+(@, A —4)x =0
Bundan [A—AE]-X =0.

Bizga ma‘lumki bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi har doim trivial
yechimga ega. Chizigli tenglamalar sistemasi trivial bo‘lmagan yechimga ega



bo‘lishi uchun esa uning koeffitsiyentlaridan tuzilgan determinantning qiymati

nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli, ya‘ni

a, -4 a, e Ay
a a,—-4A .. a
|A—/1E|= 21 22. .2n ~0 (6)
a'nl an2 a‘nn e

‘A—AE‘ determinant A4 ga nisbatan n darajali ko‘phaddir. Bu ko‘phad
A(x) operatorning xarakteristik ko‘phadi deb ataladi. (6) tenglama A(X)
operatorning xarakteristik tenglamasi deyiladi. Chizigli operatorning xarakteristik
ko‘phadi bazisni tanlashga bog‘liq emas.

6- misol. A()?) = (2x1 — X, +2X;, 5% —3X, +3%;, — X, — 2x3) operatorning Xos

soni va xos vektorlarini toping.
Yechish. Avval A operatorning matritsasini tuzib olamiz:

2 -1 2
A= 5 -3 3
-1 0 -2

Berilgan operatorga mos keluvchi bir jinsli tenglamalar sistemasi quyidagi
ko‘rinishni oladi:

(2-2A)% =X, +2%,=0

5% —(3+ )X, +3%,=0

X —(2+ 1), =0.

Bundan xarakteristik ko‘phadni topamiz:
2-4 -1 2
p(A)=| 5 -3-2 3 |=—(A+1).
-1 0 —2-1
Demak, xos son 4 =-1 ekan. Bu sonni sistemaga qo‘ysak,
3X, — X, +2X%; =0,
S5X, —2X, +3X%;, =0,
—X, —X;=0.



1
Bundan X, =X,, X, =—X,. Demak, X =a| 1

-1
7- misol. Ushbu
7 -2 0
A=|-2 6 -2
0 -2 5

matritsaning xos soni va xos vektorlarini toping.
Yechish. Xarakteristik tenglamani tuzib yechamiz:

7-4 =2 0
2 6-4 -2|=0:
0 -2 5-2

~2%+184° -991 +162 =0,
A =3 4,=6, 4,=0.
A, =3 x0s son uchun xos vektor
4x, —2%, =0
—2X%, +3X, —2%X,=0
—2X, +2X%,=0
tenglamalar sistemasidan aniglanadi. X, =m, deb gabul gilib, X, =2m, x, =2m ni

hosil  gilamiz.  Xos  vektor:7, =mi +2mj +2mk .  Shunga  o‘xshash
- - 1 = e - - e 1 e . .
7,=mi +Emj -mk; 7,=-mi +mj _Emk xo0s vektorlarni topamiz.

8- misol. Agar R° da chizigli A operator ee, e, bazisda o‘zining

3 2 4
A=|-1 5 6| matritsasi bilan berilgan bo‘lsa, x=4e, —3e,+e, vektorning
1 8 2

y = A()?) aksini toping.
v.) (3 2 4\(4) (10

Yechish. Y =AX formulaga binoan, | Y, |=|-1 5 6| -3 |=|-13
Ys 1 8 2)\1 -18

Demak, y =10e, —13e, —18e,



AU 17 6
9- misol. e, e, bazisda A operator A:(G 8] matritsaga ega.

e =e —2e,
{i o * bazisda A operatorning matritsasini toping.

e,=2e +e,
1

Yechish. Oc¢tish matritsasi Cz( )

1 -2
ct :1( j Demak,

2
1] ning teskari matrisasi

5(2 1
Lo1(1 —=2)(17 6)(1 2) (1 =2\(1 2) (5 0
B=CAC== : : - : -
512 1)(6 8)(-2 1) (8 4)(-2 1) (0 20

S 2 3
10- misol. e, e, bazisda chizigli operatorning matritsasi A:[5 j

4
. e -5e-3, | o
ko‘rinishga ega. Yangi { —. = " bazisda chizigli operatorning matritsasini
e,=¢ +2e,
toping.

0 1 2

11- misol. e,,e,,e, bazisda chizigli operatorning matritsasi A=| -4 3 0

2 1 2

6, = 2¢, + 2¢, + 26,

ko‘rinishda. Yangi | e, =g —e,+e, bazisda A operatorning  matritsasini
€ =8 +6;— &
toping.
12- misol. A()?) =(2x, + Xq; 4%, — 2X5; 3% + X, — X3 ) operatorni chiziglilikka
tekshiring.
Yechish. Operatorni chiziglilikka tekshirish uchun A(;<+§/) _ A()?)+ A(?)

hamda A(ai) =aA(5<') tengliklarni bajarilishini tekshirish kifoya.

2(% + Y )+ X3+ Vs 2% + X +2Y, + Vs
A(X+ y)= 4(X2+y2)—2(xg+yg) = 4%, —2X; + 4y, — 2V, _
300+ Y1)+ X+ Y, = (X +¥s)) (3 +X =X +3y1+Y, - Vs



2% + X3 2y + s
=| A -2x |+ 4y,-2y, |=A(x)+A(Y)
3%, + X, = X3 3y, + Y, Y3

200X, + arXg 2%, + Xg
A(ax)z dax, —2a%; |=a| 4X,—2X, :aA(x)

13- misol Chizqli A operator A=

4
9 J matritsa bilan berilgan. Chizigli

operatorning hos giymatlari va hos vektorlarini toping.

=0

1-4 4
Yechish. Xarakteristik tenglama tuzamiz: \A—/IE\:‘

v
A?-22-35=0, 4 =-5, 4, =T

—

. @) . . :
A =-5 x0s giymatga mos X :(xl; x2) x0s vektorni topamiz. Buning uchun
quyidagi tenglamani yechamiz:

A =-5, (A-AE)-x=0, (S :}-[:1j=[gj,x2=—1,5xl

o)
Agar X =C deb olsak, X, =-15C bo‘ladi. Demak X =(c;—-1.5c) vector A
operatorning 4, = -5 xos giymatiga mos xos vector bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshab

: - 2 :
A, =17 Xos giymatga mos xos vektorlarni x(z):(gCl; Clj, C,#0 aniglash

mumkin.



